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Algebra [II. Examen X

Ejercicio 1. Sea o = /2 4+ /3. Calcular:
1. Irr(a, Q).
2. Trr(a, Q(v/3)).
3. Irr(v/2,Q(V3)).

4 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

Algebra [II. Examen X

Ejercicio 1. Sea o = /2 + /3. Calcular:

1. Irr(er, Q).
Veamos en primer lugar que Q(a) = Q(v/2,v/3). Por un lado:

a—\/gz\:)’/ﬁﬁa3—3a2\/§+9a—3\/§:2

a® +9a — 2
Ty View

Por otro lado, v/2 = a — /3 € Q(a), luego Q(a) = Q(+/2,v/3). Buscamos un
polinomio ménico en Q[z] del que « sea raiz. Para ello, elevamos al cuadrado
la expresion de V3

a® +20%(9a — 2) + 8la® + 4 — 36 5
9(a? +2a+1)
of +18a" — 40 + 81a” — 36 + 4 = 27(a® + 200 + 1)
a® + 18a* — 4a® + 54a* — 90a — 23 = 0

Por tanto, « es raiz de f = 2% + 182* — 423 + 542 — 90x — 23 € Q[z]. No
obstante, no es facil ver si es irreducible o no. Para ello, consideramos las
siguientes torres:

= Q <Q(V3) <Q(V2,V3) = Q(«)

Por el Lema de la Torre, tenemos que:

o Irr(v/3,Q) = 22 — 3, que es irreducible por Eisenstein para p = 3,
luego [Q(v/3) : Q] = 2.

e Dado g = 2° — 2 € Q(v3)[z], tenemos que g(v/2) = 0, luego
Irr(v/2,Q(v/3)) divide a g, con lo que [Q(a) : Q(v/3)] < 3. Note-
mos que no es facil ver si es irreducible o no, por lo que a priori no
podemos afirmar si es 1, 2 o 3.

= Q <Q(V2) < Q(V2,v3) = Q(a)

Por el Lema de la Torre, tenemos que:

o Irr(v/2,Q) = 2% — 2, que es irreducible por Eisenstein para p = 2,
luego [Q(V2) : Q] = 3

e Dado h = 2? — 3 € Q(v/2)[z], tenemos que h(v/3) = 0, luego
Irr(v/3,Q(3/2)) divide a h, con lo que [Q(a) : Q(v/2)] < 2. Note-

mos que no es facil ver si es irreducible o no, por lo que a priori no
podemos afirmar si es 1 o 2.

Por tanto, tenemos que [Q(«) : Q] es miltiplo de 2 y de 3, y menor o igual
que 6. Por tanto, [Q(a) : Q] =6, y Irr(«, Q) es de grado 6. Por tanto:

Irr(a, Q) = 2% + 182" — 42® + 542? — 90z — 23 € Q[z]
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2. Trr(a, Q(V/3)).

Buscamos en Q(+/3)[x] un polinomio ménico del que « sea raiz. De la expresién
de v/3 en funcién de o obtenemos que:

@ +9a—-2=3a+1)V3= 0>+ (9-3V3)a—2-3V3=0

No obstante, no es facil ver si es irreducible o no. Por la primera torre descrita,
tenemos que:

Por tanto, tenemos que el grado de Irr(a, Q(v/3)(c)) es 3, y como se tiene que
Q(v3) = Q(v3)(a), tenemos que:

deg(Trr(er, Q(V3))) = 3

Por tanto, se deduce que:

Irr(e, Q(v3)) = 2% 4 (9 — 3v3)z — 2 — 33 € Q(V3)[«]
3. Irr(v/2, Q(V/3)).

Buscamos en Q(v/3)[z] un polinomio ménico del que v/2 sea raiz. Considera-
mos:

2? —2 € Q(V3)[z]
No obstante, no es facil ver si es irreducible o no. Por la primera torre descrita,

tenemos que:
[Q(): Q] _ 6

[Q(+v3):Q 2

Por tanto, tenemos que el grado de Irr(v/2, Q(v/3)) es [Q(v/2,v3) : Q(v/3)] =
3, y como se tiene que Q(v/2,v/3) = Q(a), tenemos que:

deg(Irr(v/2,Q(V/3))) = 3

[Q(a) : Q(V3)] = =3

Por tanto, se deduce que:

Irr(v2,Q(v3)) = 2° — 2 € Q(v3)[z]
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